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概要
本稿の分析は，全ての生産者が他の生産者の資産を無償で利用して生産を行っていて，
さらにそのことを認識している状況における資産あるいは産出量の成長の説明を意図し
ている．この場合，経済主体間に戦略的依存関係があり，Ramsey（1928）による成長モ
デルを単に拡張するだけでは十分な分析はできない．そこで，上述のような状況を反映
した動学ゲームを定義して分析を行う．そして部分ゲーム完全?衡を定義し，?衡の特
徴付けを行う．また，あるクラスのゲームでは，?衡の結果として実現される成長経路
が全く異なる性質をもつような複数の?衡が存在することを示す．
１ はじめに
Ramsey（1928）以降のミクロ的基礎を踏まえた多くの経済成長モデルでは，各生産者は自ら所
有している資本を用いて生産を行うか，レントを支払って他人の所有している資産を資本として
利用して生産を行う．これに対して，あたかも他の経済主体の資産を無償で利用して生産を行っ
ているような状況が?えられる．例えばRomer（1986）や Sheshinski（1967）のモデルでは，あ
る生産者の生産量は，それが所有する（あるいは借りている）資本のみならず経済全体で所有さ
れる資本の総量に間接的に依存して増加する．これは，投資とともにより効率的に生産を行うた
めの知識を習得していく過程，いわゆる“lerning-by-doing”を表現したものである．この“lerning
-by-doing”による効果は，資本あるいは投資の外部性の一種であり，各生産者はこの効果を?慮
して生産活動を行ったり，誰かにこの効果の対価として料金を支払ったりすることはない．当然，
この場合には生産者間で戦略的な依存関係は存在しない．
これに対して本稿が?えるのは，全ての生産者が他の生産者の資産を無償で利用して生産を
行っていて，さらにそのことを認識している状況である．ただし，他の生産者の資産を利用する
とは，必ずしも生産に直接用いるということではなく，間接的に生産量に影響を及ぼすと解釈し
ても良い。例えば，経済主体として国を想定し，生産に必要な資産として知識や技術を?えると，
ある国全体での生産量は自国の資産だけでなく他国の資産にも依存すると?えられる．知識や技
術には，特許によって守られているものもあるが，必ずしも全ての知識が特許によって守られて
１ Coe and Helpman（1995）は，外国のR&D投資が自国の全要素生産性を高めることを実証的に示してい
る．
いるわけではない?．この場合，他国の資産の一部を無償で利用して生産を行うとみなすことが可
能である．さらに国全体，あるいは政府がこの効果を認識しているならば，国家間に戦略的依存
関係が発生し，ゲーム的状況となる．本稿では，このような状況を表す動学ゲームとその部分ゲー
ム完全?衡を定義し，?衡の特徴付けを行う．さらに関数形を特定化した特殊ケースを用いて，
あるクラスのゲームでは，?衡の結果として実現される成長経路が全く異なる性質をもつような
複数の?衡が存在することを示す．
Fischer and Mirman（1992）は，それぞれ異なる種類の海洋資源を消費する２プレイヤーによ
る動学ゲームを分析している．２種類の資源は同じ領域にあり，各資源はプレイヤーに消費され
た後，一定のルールで回復する．このときの回復の仕方は，当該資源のストックだけではなく，
それ以外の資源のストックにも依存する．例えば，一方のプレイヤーが消費する魚が他方のプレ
イヤーが消費する魚を捕食する関係にある場合，後者のストックが大きいとき前者の成長は助長
され，逆に前者のストックが大きいとき後者の成長は押さえられることになる．このような状況
は，本稿が想定するものと本質的に同じである．この研究は特定の例について分析を与えている
が，この例は本稿で定義されるゲームのもう一つの特殊ケースである．ただしこの例では，複数
の?衡の存在は示されていない．
本稿と似た状況を分析しているものにTakahashi（2005）がある．この研究は，公共財と民間
資本を生産要素とする開放経済を想定し，競争?衡を?慮に入れた公共財供給に関する政府間
ゲームとそのナッシュ?衡を定義して，政府間の戦略的な関係を分析している．ここで民間資本
はそれが存在する国の生産にだけ影響を与えるのに対して，公共財は複数の国の生産に寄与する．
しかしこの論文では，部分ゲーム完全?衡の分析が行われておらず，従ってプレイヤーの行動や
起こりうる結果の分析が十分であるとはいえない．
また関連する研究として，Benhabib and Radner（1992），Dutta and Sundaram（1993），Levhari
and Mirman（1980）等による，いわゆる?共有地の悲劇?を動学的に分析した研究があげられ
る．これらの研究は，共有資源が効率的な量より過少になるか否かについて論じている．本稿に
おいても，各経済主体がフリーライダーとして行動する動機があることから，経済全体の資産が
効率的な量より過少になるか否かを検討することに経済学的な意味があり，この点でこれらの研
究と似ている．しかし動学版の共有地の悲劇は，その適応範囲が限定的であるのに対して，本稿
の設定は，より広範な問題に応用可能である．
本稿の構成は以下の通りである．２節は，動学ゲームとその部分ゲーム完全?衡を定義し，?
衡の特徴付けを行う．３節では，関数形を特定化した例において，性質の全く異なる成長経路を
示す複数の?衡が存在することを示す．４節は，結果を簡単にまとめ，今後の課題を述べる．
２ モデル
ゲーム?は????,??,??β?,??,?β?,????で定義される．このゲームには二人のプレイヤー，プレ
イヤー１とプレイヤー２が参加する．以下では代表的なプレイヤーを?で，?と異なるプレイヤー
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を?で表す．??∈? ???× ?はプレイヤー?の生産関数を表し，β?∈ ?と??∈? ?? ??は利得関数
を決定する．
ゲームは以下のように無限期間にわたってプレイされる．各プレイヤーは，各期に自分の資本
と他のプレイヤーの資本を利用して財の生産を行う．生産された財は，消費することも次期の生
産のために投資することも可能で，各期の消費?? 0と資本量?? 0は次の条件を満たすものと
する．
????＝????,??－?? (1)
ただし，??は所与とする．このとき，可能な資本の履歴の集合 と?期までの資本の履歴の集合
?，プレイヤー?の消費列の集合 ?は次のように定義される．
≡????,??＝????,??,…?,???,??,…??∈?? ?????∀?＝1,2??∃?? 0???＝??,
?∀?∈ ?0???? ????,???
?≡????,??∈?? ??????∃??,??∈ ????,??,???,???∈ ?
?≡??＝???,??,…?∈? ???∃???,??∈ ???＝????,??－????
ただし ＝?1,2,3,…?である．
戦略の集合 ?は，??によって次のように定義される．
?≡??＝???,??,…?∈??∈ ??∀?∈ ??∀???,??∈ ??0??????,???????,???
プレイヤーは，?期までの自分と他のプレイヤーの資本の履歴に投資，つまり??＋1?期の資本を
対応させる関数を選択する．
戦略の組???,??∈ ?× ?と?期までの資本の履歴???,??＝????,??,…,??,???,??,…,???∈
?が与えられると，?期以降の資本の列
?????,?????,??,????,?????,???＝????,??,…?,???,??,…??∈
と各プレイヤーの消費の列????,?????,??＝???,??,…?∈ ?が以下を満たすように決まる．
??＝??,??＝????,?? (2)
?∀ ∈ ??1????＋1＝??＋?－1????,??,…,???,???,??,…,???? (3)
?∀ ∈ ???＝????,???－??＋1 (4)
ただし?＝1のとき，これらの列を????,?????,??または????,?????,??と書く．
プレイヤー?の効用関数あるいは利得関数は，以下の関数で与えられるものとする．
????,??,…?＝∑
???
?
β???????
プレイヤー?は他のプレイヤーの戦略??が与えられたとき，任意の?期までの任意の資本の列に
対して??????,?????,???を最大にするように戦略??を選ぶものとする．尚，本稿を通じて?＝
????,??,??β?,??,?β?,????は以下の仮定を満たすとする．
仮定１ β?，??，??のもとで，任意の???,??,…?∈ ?について，????,??,…?は収束するか（－∞
あるいは∞に）発散する．
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定義１ １.戦略の組???,???∈ ?× ?が以下の条件を満たすとき，これを部分ゲーム完全?衡
という．
?∀?＝1,2??∀?∈ ??∀???,??∈ ????∈arg max
??∈ ?
??????,??????,??? (5)
２.関数の組???,???∈? ??( ?)?×? ??( ?)?に対して???,???＝????,??,…?,???,??,
…??∈??∈ ?×??∈ ?を次のように定義する．
?∀?＝1,2??∀?∈ ????????,…,??,???,…,???＝?????,?? (6)
???,???が戦略の組であり，かつ部分ゲーム完全?衡であるとき???,???を定常マルコフ
?衡という．
本稿ではダイナミックプログラミングと相性の良い定常マルコフ?衡を解概念として採用す
る?．
定常マルコフ?衡を特徴付けるために以下のような写像??:? ∪?－∞,∞??? ???→? ∪?－∞,
∞??? ???を定義する．?∈? ??? ???に対して，
?????,??＝ sup
0??????,??
??????,??－??＋β???,???,????
定理１ ???,???が定常マルコフ?衡ならば，?＝1,2について???,??＝??????,?????,???は
以下を満たす．
??＝????, (7)
証明 付録A参照．
これは，最大値原理?を動学ゲームに適応した結果である．
次に，(7)を満たす???,??が定常マルコフ?衡に対応する“value function”となる，すなわ
ち??????,?????,???と等しくなるための十分条件を示す．
定理２ ??,??に対して以下の条件を満たす??,??,??,??が存在するならば，???,???は定常
マルコフ?衡である．
??＝????, (8)
????,??∈arg max
0??????,??
??????,??－??＋β???,????,???? (9)
lim
???
β????,????0 (10)
?∀?∈ ? ????,????????,?????,??? (11)
lim
???
???????＝?? (12)
ただし???,???は(6)を満たし，??,??はそれぞれ????,?????,??,????,?????,??の第?要素で
ある．
２ Maskin and Tirole（2001）は，例えば?衡の達成のために必要な情報が少なくてすむといった定常マルコ
フ?衡の望ましい性質を述べている．
３ Stokey and Lucas（1989），THEOREM 4.2，Becker and III（1997），CHAPTER４参照．
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証明 付録B参照．
３ 特殊ケースの分析
ここでは関数を特定化した例を用いて，?衡の結果として実現される成長経路が全く異なる性
質をもつような二つの?衡が存在することを示す．このことは，資本に外部性があり，そのこと
を認識し戦略的に行動する主体からなる経済においては複数?衡が存在する可能性を示唆してい
る．
仮定２ 任意の?＝1,2について，?β?,??は以下のように与えられる．
β?＝β,????＝ln?
ただしβ∈?0,1?である．また任意の?＝1,2について，生産関数??は以下の関数で与えられる．
???,??＝???＋α??
ただしα∈?0,1?である．
α∈?0,1?は自分の資本の限界生産性が相手資本の限界生産性以上であることを意味している．
また，?が仮定２を満たすならば，仮定１も満たすことに注意されたい．
Fischer and Mirman（1992）においても????＝ln?が仮定されているが，必ずしもβ?＝β?で
はない．また，生産関数については???,??＝?????と特定化されている．この研究では複数の?
衡の存在は示されていない．
最初にパレート効率性の条件を示す．
命題１ ???,??∈ ,???,??∈ ?× ?がパレート効率的ならばこれらはあるθ∈?0,1?に対して
次の条件を満たす．
??＋??＝?β??1＋α???????＋??? (13)
??＝θ?1－β???1＋α????＋?? (14)
??＝?1－θ??1－β???1＋α????＋?? (15)
また，定常マルコフ?衡ではパレート効率的な資源配分は達成されない．
証明 付録C参照．
上の結果は，制約??＋??＋????＝??1＋α???のもとで∑???β???θln??＋?1－θ?ln??を最大化す
る問題をとくことによって求められる．ここで，?を経済全体の資本を表わすとすると，??1＋α??
は経済全体での生産関数である．
次に，二つの?衡のうち一つ目の?衡を示す．
命題２ ゲーム?は仮定２を満たすとする．???,??＝β??とすると??,??は定常マルコフ?衡
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である．
証明 付録D参照．
??,??が?衡として選ばれた場合，全ての変数は常に一定の率?β?－1?で成長する．従って任意
の時点において，各プレイヤーの資本の比率，生産量の比率，消費量の比率は初期時点と同じで
ある．つまり，プレイヤー間の資本ストックの格差が解消されることは決してない．
命題３ ??,??が?衡として選ばれた場合に実現する?期のプレイヤー?の消費を??,??とする
と，以下が成り立つ．
?∀????
??
＝??
??
,????＝
??
??????????
また，総資本???＋??の成長率も?β?－1?であるが，これはパレート効率的な場合の成長率
?β??1＋α?－1?よりも低い．つまり，資本の供給が過少である?．
次に，命題３の性質とは異なる性質を持つマルコフ完全?衡を示す．
命題４ ゲーム?は仮定２を満たすとする．α＋β＞1ならば??,??は定常マルコフ?衡である．
ただし?は以下で与えられる．
???,??＝???1－α＋αβ??＋?α＋β－1???2－β (16)??????????????
証明 付録E参照．
α，つまり外国資本の自国の生産への貢献と割引因子βがα＋β＞1を満たすほど十分大きいと
き少なくとも二つの定常マルコフ?衡が存在することが分かった?．
??,??のもとでの総資本の成長率は β??1＋α?1－β －1 であるが，これはパレート効率的な場合の
?
???????
?
?
成長率?β??1＋α?－1?よりも低い．つまり，資本の供給が過少である．
また??,??が?衡として選ばれた場合，各プレイヤーの資本の比率，生産量の比率，消費量の
比率は初期値に関係なく１に単調に収束していく．つまり，プレイヤー間の資本ストックの格差
は徐々に解消されていく．
命題５ ??,??が?衡として選ばれた場合に実現する?期のプレイヤー?の消費を??,??とする
と，以下が成り立つ．
４ 以下の性質が成り立つことも付け加えておく．すなわち，α＋β?1ならば
?∀???? ?＞????? ?? ?＞????? ?? ?＞???
α＋β＞1ならば
?∀???? ?＜????? ?? ?＞????? ?? ?＞???
５ α＋β＝1のとき，(16)の右辺は???,??に等しくなる．
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?∀????＝??
lim
???
??
??
＝1??
証明 付録F参照．
??,??と??,??は共にパレート効率的な資源配分を達成できず，資本の供給が過少である点は
共通している．しかし，消費や資本の格差についてはこの二つの?衡では異なる性質を持つ．??,
??のもとでは，消費と資本の比率は初期値と同じである．つまり格差は縮小しない．それに対し
て??,??のもとでは，資本の比率は初期値に関係なく１に収束していく．また消費の比率は時間
を通じて１である．
４ 結論
本稿は，全ての生産者が他の生産者の資産を無償で利用して生産を行う経済成長モデルを想定
した，動学ゲームとその部分ゲーム完全?衡を定義し，?衡の特徴付けを行った．また，即時的
効用が対数関数で生産関数が自国と外国の資本に関して線形であるような特殊ケースの分析を
行った．この場合，外国資本の自国の生産への貢献と割引因子が十分大きいとき少なくとも二つ
の定常マルコフ?衡が存在することが分かった．さらにこれらの?衡の結果として実現される成
長経路は全く異なる性質をもつ．このことは，資本に外部性がありそのことを認識し戦略的に行
動する主体（国）からなる経済においては，各国の経済がどのように成長していくのか，また経
済格差が縮小していくのか否かといったことは，基礎的な経済事情だけからは予測できない可能
性を示唆している．
最後に，今後の課題について述べる．本稿では?衡が存在する特殊ケースを分析したが，現実
の経済で?衡が存在するかどうかを?えるためには，より一般的な状況で定常マルコフ?衡が存
在するための条件を示し，現実経済と比較する必要がある．また，協調解の達成可能性について
論じる必要がある．Benhabib and Radner（1992）は，共有地の悲劇を動学的に扱ったモデルを
分析しているが，協調解が達成されるか否かは初期の共有資源量に依存する場合があることを示
している．本稿のモデルにおいても，協調解の達成可能性は，初期の資産量やその分布に依存し
ていると?えられる．その際には定常マルコフ?衡ではなく，経路に依存する戦略を分析するこ
とが必要になる．
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付録A 定理１の証明
まず次の補題を証明する．
補題１ 任意の???,??∈ ?× ?について次の等式が成り立つ．
??????,????,???＝?????,??－???＋β??????,?????,???? (17)
ただし，??＝???,??,??＝???,??,??＝??,???,??＝??,???である．
証明 ?＝1,2について????,?????,???＝???,??,…?,????,?????,???＝???,??,…?とすると，
(2)(3)(4)より
??＝??＝????,??,??＝?????,????,???,???,????,????
?∀?∈ ??1??????＝???????,??,…,???,???,??,…,????
?∀?∈ ???＝????,???－????
である．また?＝1,2について????,?????,??＝???,??,…?,????,?????,??＝???,??,…?とする
と，(2)(3)(4)より
??＝??,
?∀?∈ ?????＝?????,…,??,???,…,???
?∀?∈ ???＝????,??－????
であり，特に??＝????,??＝??,??＝????,??＝??である．また，?∈?1,2,…, ?について???＝??,
???＝??が成り立っていると仮定すると，?＝1,2について
??＋1＝??＋1????,??,…,???,???,??,…,????
＝??＋1????,??,…,??＋1?,???,??,…,??＋1??
＝??＋1????,…,??＋1?,???,…,??＋1??
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＝??＋2
であるから，∀?∈ について????＝??,????＝??であり，従って????＝??である．よって
??????,?????,???＝∑
???
?
β??????
＝?????＋β∑
???
?
β????????
＝??????,??－???＋β∑
???
?
β???????
＝??????,??－???＋β??????,?????,???
(17)が示された．
定理を証明する．?∈?0,???,???が与えられたとき，これに対して?＝???,??,…?を次のように
定める．
???,??＝?,?∀?∈ ??1????????,…,???,???,…,????＝?????,???
???,??????,???,???,??,????,????＝???,??,…?,????,?????,????,???,??,???,????＝???,??,
…?,???,??????,???,???,??,????,????＝???,??,…?とすると(2)(3)(4)より
??＝???,??,??＝????,??
????＝?????,??,????＝?????,??
?∀ ∈ ???＝????,??－?????,??
である．また????,???????,??,????,???＝???,??,…?,????,????????,??,???,???＝???,??,…?,
????,???????,??,????,???＝???,??,…?とすると
??＝???,??,??＝????,??
????＝?????,???,????＝?????,???
?∀ ∈ ???＝????,???－?????,???
である．これらに数学的帰納法を適用すると以下の関係が得られる．
???,??????,???,???,??,????,????＝????,???????,??,????,??? (18)
任意の?∈?0,???,???に対して以下の不等式が成り立つことを示す．
?????,??－??＋β???,????,???＝?????,??－??＋β??????,?????,????,????
＝?????,??－???,???＋β??????,???????,??,????,????
＝?????,??－???,???＋β?????,??????,???,???,??,????,?????
＝?????,?????,???
?max
??∈ ?
??????,?????,???
＝???,??
最初の等号は，??の定義から，２番目の等号は??の定義から，３番目の等号は(18)から，４番目
の等号は(17)と?の定義から，そして最後の等号は(5)からそれぞれ従う．この不等式から????
???であることが分かる．
次に?? ????を示す．まず，
????,??????,????,???,??,????,????＝????,?????????,??,????,???? (19)
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であることが容易に分かる．以上から次の不等式を導く．
???,??＝??????,?????,???
＝?????,??－????,???＋β??????,??????,????,???,??,????,?????
＝?????,??－????,???＋β??????,????????,??,????,????
＝?????,??－????,???＋β??????,??,????,???
? sup
0??????,??
??????,??－??＋β???,????,????
＝?????,??
最初の等号は，??の定義から，２番目の等号は(17)から，３番目の等号は(19)から，４番目の等
号は??の定義からそれぞれ従う．以上から定理が示された．
付録B 定理２の証明
まず次の補題を証明する．
補題２ ???,???が定常マルコフ?衡であることと以下の条件は同値である．
?∀?＝1,2??∀??,??∈? ?????∈arg max
??∈ ?
??????,?????,??? (20)
ただし???,???は(6)を満たす戦略の組である．
証明 (5)と(20)が同値であることを示せばよい．(5)が(20)を意味することは自明であるから逆
を示す．
?∈ ?と???,??∈ ?が与えられたとき，これに対して?∈ ?を次のように定める．
???,??＝?????,??
?∀ ∈ ??1???????,…,??,???,…,???＝??＋ －1????,??,…,??,???,??,…,???
???,??????,??＝???,??,…?,????,?????,??＝???,??,…?,???,??????,??＝???,??,…?とする．
ここで??,??はそれぞれ??,??の第?要素である．(2)(3)(4)と?の定義より
??＝??,??＝????,???＝?????,??
?∀ ∈ ??1????＋1＝??＋ －1????,??,…,???,???,??,…,????
??＝??,?∀ ∈ ???＋1＝?????,???
?∀ ∈ ??＝????,???－??＋1
したがって(2)(3)(4)より次の等式が成り立つ．
???,??????,??＝???,??????,??
同様の計算から次の等式も成り立つことがわかる．
????,??????,??＝????,??????,??
これらから(20)が成立しているとき，任意の?∈ ?について
?????,??????,???＝?????,??????,??????????,??????,???＝??????,??????,???
が成り立つ．すなわち(5)が従う．
定理を証明する．(9)より0??????であるから任意の?＝1,2について??∈ ?である．すなわ
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ち???,???は戦略の組である．??を
??＝sup
??∈ ?
??????,????
と定義すると，(11)より
????? (21)
が成り立つ．
(8)(9)より任意の?∈ について
????,??＝∑
???
?
β??????????＋β??????????,???????
が成り立つ．ここで，?????は????,???の第?要素である．(10)より，任意のεに対して十分大
きなある?′が存在して任意の?＞?′について
????,???∑
???
?
β?????????＋ε
が成り立つ．右辺の極限をとれば?? ??????,????＋ε．εは任意であるから
?? ??????,???? (22)
を得る．
次に
?? ????? (23)
を示す．?＝???,??,…?∈ ?と??,??に対して?＝???,??,…?を次のように定義する．
?∀?∈ ??∀???,???∈ ???????,???＝??????,???,??,????
これを用いて次の不等式を導く．
?????,?????,???＝?????,??－???＋β?????,??????,????
＝?????,??－???＋β?????,??????,????,????
??????,??－???＋β????,????,???
???????,??
最初の等号は(17)から，２番目の等号は?の定義から，３行目の不等号は??の定義から，それぞ
れ従う．この不等式は任意の?について成り立つことから(23)が従う．
次に
?∀?,?∈? ∪?－∞,∞??? ???????? ?? ??? ???? (24)
を示す．???ならば任意の?∈?0,???,???について
?????,??－??＋β???,????,?????????,??－??＋β???,????,???
? sup
?????
??????,??－??＋β???,????,????
＝??? ??,??
従って(24)が示された．
(23)(24)から?? ????? ??????? …????????を得る．また，(21)(24)から???????
???????を得るから，?? ???????である．右辺の極限をとると，(12)から?? ??を得る．
従って(17)(8)(9)(22)より
sup
??∈ ?
??????,????＝?? ??
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＝????－???＋β????,???
?????－???＋β??????,??????,????
＝??????,????
??∈ ?に注意すると，これは(20)を意味する．以上の議論は，?の値に依存していない．すなわ
ち任意の?＝1,2について(20)が成り立つ．従って???,???は定常マルコフ?衡である．
付録C 命題１の証明
はじめに(13)(14)(15)を示す．???,???,???,???がパレート効率的ならば，これらはあるθに対
して次の最適化問題の解になっている．
max?θ∑
???
?
β???ln??＋?1－θ?∑
???
?
β???ln??
subject to
?∀?＝1,2??∀?∈ ?????＝????＋α??－??
????＋α??＋????＋α??＝??1＋α????＋??に注意して最大値原理を上の最適化問題に適用する
と，value function??????と最適解は次の条件を満たす．
????＋??＝max
?
?????1＋α????＋??－??＋β?????
????＋????∈arg max
?
?????1＋α????＋??－??＋β?????
????＝max
????
?θln??＋?1－θ?ln????＋??＝??
???,??∈arg max
????
?θln??＋?1－θ?ln????＋??＝??1＋α????＋???
これらを解くと????,????はそれぞれ（ln?＋定数），（ 11?βln?＋定数）の形となり，(13)(14)???
(15)が導かれる．
次に，定常マルコフ?衡ではパレート効率的な資源配分は達成されないことを示す．関数の組
???,???が定常マルコフ?衡であり，かつパレート効率的な資源配分を実現するとする．このとき
に実現する資本と消費の列は，あるθ∈?0,1?に対して(13)(14)(15)を満たさなければならない．
従って(1)より，以下が成り立つ．
????,??＝???＋α??－θ?1－β???1＋α???＋??
????,??＝???＋α??－?1－θ??1－β???1＋α???＋??
???,??＝??????,?????,???とする．ただし，??,??は定義１の２のように定義される．定理１
より?＝1,2に対して???,??は(7)を満たさなければならない．しかし，?＝1に対して(7)が満た
されるのは，θ＝1のときだけであり，?＝2に対して(7)が満たされるのは，θ＝0のときだけであ
る．以上から，定常マルコフ?衡であり，かつパレート効率的な資源配分を実現する関数の組は
存在しない．
付録D 命題２の証明
???,???＝??,??とし，???,???を(6)を満たすように定める．このとき0????,??＝β??????
＋α??より0????????,…,??,???,…,????????,??がいえるから，任意の?＝1,2について??∈
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?である．すなわち???,???は戦略の組である．
????,??と?????,??を次のように定義する．
????,??＝ 11－βln??1－β???＋α??＋
ln?＋βlnβ
?1－β??
?????,??＝ 11－βln??1－β???＋α??＋
ln?－?1－β?ln?1－β?
?1－β??
??? ??????
??? ??????????
??,??と??,??が定理２の条件を満たすことを示す．(8)(9)(12)を満たすことは簡単な計算から
確認できる．また，????,??????,??の第?要素は?β??????であるから
lim
???
β?????,????＝lim
???
??－1?β?lnβ?
1－β ＋lim???
β????,???0???????
すなわち(10)を満たす．
任意の?∈ ?に対して，???,??????,??＝???,??,??,…?,????,?????,??＝???,??,??,…?とし，
また???,??????,??＝???,??,…?とする．?? ????＋α???,?????????＋α????,??＝β?????＝
?β??????であるから
?? ????＋α?β??????＝???＋αβ?????
???????＋α?β??????＋αβ?????
＝?????＋α???β???＋β????? …
＝???＋α???1＋β＋…＋β?????
＝ ??1－β??1－β???＋α?1－β????
＜ ??1－β??1－β???＋α??.
???
???
従って
?????,??????,????∑
???
?
β???ln??1－β???＋α??＋?ln?－ln?1－β??＝????,??
が成り立つ．すなわち(11)を満たす．
付録E 命題４の証明
???,???＝??,??とし，???,???を(6)を満たすように定める．このとき0????,??????＋α??
より0????????,…,??,???,…,????????,??がいえるから，任意の?＝1,2について??∈ ?で
ある．すなわち???,???は戦略の組である．
????,??と?????,??を次のように定義する．
????,??＝ 11－βln???＋??＋
1
?1－β???1－β?ln?1－β?＋ln
??1＋α?
2－β
?????,??＝ 11－βln???＋??＋
ln?＋βln2
?1－β??
??? ??????? ?????
?
?
??? ??????
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??,??と??,??が(8)(9)(12)を満たすことは簡単な計算から確認できる．
任意の???,??∈ ?× ?に対して????,?????,??＝???,??,…?,????,?????,??＝???,??,…?
とする．また，?＝???,??,…,??,…?を?????＋??,2????＋??,…,????＋???2?????,…?で定義
する．?＝1,2について???? ????＋α???????＋??であるから，任意の?∈ について
????
????
?
?
?
?
?
??
??
?…?
?
?
?
?
???
??
＝
????＋???2?????
????＋???2?????
?
?? ?
?
??
?
??
?
?? ?
?
??
?
??
?
?? ?
?
?? ?
が成り立つ．従って????,?????,??????,??が従う．よって
lim sup
???
β?????,?????lim
???
β????,???＝lim
???
?β?ln2?－β?ln2
1－β ＋lim???
β????,???0????????
すなわち(10)を満たす．
?? ????＋??,?? ??????＋????より????,?????,????が従う．従って
?????,??????,????∑
???
?
β???ln??＝?????,??
が成り立つ．すなわち(11)を満たす．
付録F 命題５の証明
任意の?＝1,2と任意の?について次の式が成り立つ．
??＝????＋α??－????,??
＝??1＋α??1－β?2－β ???＋?????????
従って任意の?についてに??＝??である．
次に lim???????＝1を示す．?＝
?
2－β，?＝1－α＋β，?＝α＋β－1とおくと??＝????????? ???
＋?????であるから次が成り立つ．
??－??＝???－???????－???? (25)
?＞?に注意すると??－??＝????－????????－???である．よって
?∀??????????? ??
?∈arg max?????,?＝3－?とすると上の関係から任意の?について?????である．これと??
＝???????＋?????より
???＋?????? ?? ???＋??????
が成り立つ．これと(25)より
?－?
?＋?
????－????
????
???－??
??
??－??＋?
????－????
????
????????? ??? ?????????
これが任意の?について成り立つから
?－?
?＋?
?????－??
??
???－??
??
＝1－??
??
? ?－??＋?
?????－??
??
?
?????
?
? ??? ???? ?
?
?????
?
? ????
?－?
?＋?＜1と
??－??
??
＝1－??
??
より lim?????
??
＝1である．???? ???? ?? ??
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